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ErNLEITUNG 
Es seien m, lB endlichdimensionale Vektorraume iiber dem Korper 1l 
und Hom (m, lB) der Vektorraum der K-linearen Abbildungen von min lB 
Als Sonderfall eines wohlbekannten Satzes (vgl. [1], § 4.4) hat man di< 
Isomorphie 
Hom (Hom (m, lS), Hom (m, lB)) r-J Hom (Hom (m, m), Hom (lB, lB)). 
Der Isomorphismus ist kanonisch gegeben durch 
(1) BxA 1--+ B ®A, 
wobei fiir A, A' E Hom (m, m), BE Hom (lB, lB) und v E Hom (m, lB) die 
Abbildungen B x A und B ®A definiert sind durch 
BxA(A')=(SpurA'A)B, B®A(V)=BVA. 
Der zu (1) inverse Isomorphismus tritt in einem Zusammenhang auf, der 
bisher anscheinend iibersehen wurde. Dieser elementare Zusammenhang 
wird im folgenden dargestellt und abschliessend gezeigt, wie diese ein-
fachen tJberlegungen niitzlich zur Anwendung kommen. 
1. Zu s E Hom (Hom (m, lB), Hom (2t, lB)), A E Hom (m, m) und BE 
E Hom (lB, lB) betrachten wirSpur (BS ®A). Dies ist bei festem A eine 
Linearform auf Hom (lB, lB); also gibt es S'(A) E Hom (lB, lB), so dass gilt 
(2) Spur (BS ® A)=SpurS'(A)B. 
Offensichtlich ist S' eine K-lineare Abbildung von Hom (m, m) in Hom 
()B, lB). Bemerkenswert ist nun, dass S 1--+ S' der zu (1) inverse Iso-
morphismus ist; denn es gilt 
(3) (B®A)'=BxA. 
Beweis: Bekanntlich ist Spur U ® V =Spur U ·Spur V (vgl. [1]) und 
damit 
Spur (B ® A)'(U)V =Spur (B ® A)(V ® U)=Spur BV ®AU= 
=Spur BV·Spur AU =Spur [B xA(U)]V. 
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Weder durch (I) rioch durch (3) lasst sich S' einfach ermitteln, da man 
meist nicht die Zerlegung von S als Summe von Termen der Form B ® A 
kennt. Niitzlich zur Berechnung von S' ist 
(4) S(b 0 a*)a' =S'(a' 0 a*)b 
wobei wir b 0 a* identifizieren mit dem Element aus Hom (m:, ~) definiert 
durch (b 0 a*)(a') =a*(a')b, falls b E ~. a' Em: und a* Em:* dem Dualraum 
von m:. (a' 0 a* entsprechend) 
Beweis: 
(B 0 A) (b 0 a*) a' =B(b 0 a*) Aa' =a*tAa')Bb=Spur (Aa' 0 a*)Bb= 
=(BxA)(a' 0 a)b; 
hieraus und aus (3) folgt (4) durch lineare Fortsetzung. 
Aus (2) ersehen wir fiir m=~ und A=B=ld, dass sich die Spur einer 
Abbildung s E Hom (Hom (m:, m), Hom (m, m:n vermoge 
(5) SpurS=SpurS'(Jd) 
berechnet, wobei rechts die Spur eines Elementes von Hom (m:, m:) zu 
nehmen ist, das man gemass (4) ermittelt. 
2. Mit der Forme! (5) werden auch die zu den Dimensionsbestimmungen 
aus [5] durchgefiihrten Spurberechnungen klarer. Ersieht man aus (4) 
nicht sofort, was S' (I d) ist, verfahrt man folgendermassen: Man bildet 
Spur S'(a' 0 a*)= Spur (S')*(ld)(a' 0 a*) =a*((S')*(ld)a'), wobei hier * 
das Adjungieren beziiglich der Spurform bedeutet. Fiir dies so ermittelte 
(S')*(ld) gilt nun trivialerweise Spur (S')*(Id) =Spur S'(Id). 
Fiir den Fall, dass S eine Projektion ist und Char. K = 0, hat man dann 
Dimension (Bild S) =SpurS= Spur S'(Id). 
Wie solche Dimensionsbestimmungen durchzufiihren sind, wollen wir 
gleich an der Abbildung S 1-'7-8' selbst erlautern. Fiir den Fall m=~ 
sehen wir sofort aus (4), dass (S')' =S gilt. Man hat daher eine Zerlegung 
von @:=Hom (Hom (m, m), Hom (m, m)) in @:=@:+EEl@;- mit @:±={S, 
S' = ± S}. Die Projektion &' von @: auf @:+ ist damit gegeben durch 
&'(S)=i(S+S'). Nach dem vorhergehenden wird also im Fall Char. K=O 
und Dimensionm=n Dimension@:+=Spur &'=Spur &J'(Id). Nach (4) be-
rechnet man &'' : 
&J(Xx Y)(A)=i[(Spur AY)X+XAY]=i{[Spur Ax Y] Id 0 ld+ 
+ld 0 AY} X=&''(A x Y) X. 
Wegen Spur&J'(AxY)=!n(n+I)SpurAY, also 
Spur &J'(Id)=!n(n+ I) Spur Id 0 ld=!n3(n+ I). 
Es sei bemerkt, dass man die Dimension von @:+ in diesem Fall auch fiir 
Char; K of. 0 Ieicht direkt ermitteln kann; die Rechnungen sind lediglich 
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zur Erlauterung des Verfahrens angegeben. In [5] findet man weitere 
nicht-triviale Beispiele. 
3. Die Formel (2) in Verbindung mit (3) ist das geeignete Mittel zur 
Berechnung der Killingform einer Lie-Algebra von linearen Transfor-
mationen aus der Spurform auf diesen Transformationen. (Dies kann 
man natiirlich auch in Termen von Darstellungen etc. ausdriicken.) 
Es sei also ~ ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und 2 eine 
Teilalgebra der Lie-Algebra gl(~), das ist Hom(~, ~) mit dem Produkt 
(A, B) 1~ AB-BA. Sei d eine lineare Abbildung von 2 in 2, oder 
allgemeiner, eine lineare Abbildung von gl in gl, die 2 invariant lasst 
(d.h. d(2) C 2), dann gilt offensichtlich 
Spur.13 d =Spurgl /Yd 
fiir eine Projektion fYJ von gl auf 2. Damit gilt fiir U, V E 2, linearer 
Abbildung d mit d(2) C 2 und irgendeiner Projektion fYJ von gl auf 2 
Spur.13 dadUadV = Spurgl !YdadUadV. 
Nun ist aber adU = U ® Id-Id ® U auf gl, also folgt mit (2) 
Spur.13 dadUadV =Spurg1 (!Yd)(UV ® Id- V ® U- U ® V +ld ® VU) 
=Spur {(!Yd)'(Id)UV- (!Yd)'(U) V- (!Yd)'(V)U + (!Yd)'(VU)}. 
Insbesondere erhalt man fiir d =ld die Killingform ausgedriickt in der 
Spurform auf Hom(~,~). Die resultierende Formel 
(6) Spur.13 adUadV =Spur {IY'(Id)UV +IY'(VU) -IY'(U) V -IY'(V)U} 
ist die gemeinsame Grundlage der in [7] fiir die Typen A, B, 0, D, in 
[4], [2] fiir eine Darstellung der F4 bzw. E6 und in [6] fiir den Typ E1 
durchgefiihrten Einzeliiberlegungen. Wichtig ist nur, die Projektionen fYJ 
zu kennen, &' berechnet sich nach (2). 
4. Wir wollen hier zur Erlauterung ausfiihren, wie sich die Beweise 
der Satze 8.4 und 8.5 aus [6] in diesen Rahmen einfiigen. Es sei :t ein 
Freudenthalsches Tripelsystem vom Haupttyp iiber dem Korper K der 
Char. =F 2, 3, 5 der Dimension n mit der Komposition (x, y, z) 1~ {xyz} 
und der Bilinearform (,). (Zur Definition vgl. [6]) Seien xy*z= (z, y)x, 
A* die zu A E Hom :t bzgl. (,) adjungierte lineare Abbildung und 
T(xy*)z= {xyz}. Nach [6], § 8 gilt 
(7) T(T(A))+ n+ 4 T(A)- n+lO (A-A*)=O 3 3 
und auch, dass die linearen Abbildungen von :t von der Form D(A)= 
= T(A)- (A- A*) genau die Derivationen von :t sind. Betrachten wir 
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nun die Abbildung D: A 1-+ D(A), so folgt aus (7) wegen T(A*)= -T(A) 
die Beziehung D(D(A)) =- n~ 16 D(A). Dies aber bedeutet, dass !?l'=~D 
mit ~ = - - 3- eine Projektion von Hom st auf die Lie Algebra Der st 
n+16 
der Derivationen von st ist. 
Es ist !?l'(xy*)z=~D(xy*)z=~{{xyz}-(z, y) x-(z, x)y}= 
=~[T(zy*)+ (Spur yz*) ld+yz*]x=!?l''(zy*) x. 
Wegen (zy*)*= -yz* folgt hieraus 
(8) !?l''(A)=~{T(A)- (Spur A) Id-A*}. 
Da T(ld)=O, ist .9''(/d)= -~(n+1)ld und mit (5) erhalt man jetzt fiir 
Char. K =0 (vgl. [6], Satz 8.4) Dimension Der st=Spur !?~'=Spur !?I''(! d)= 
3n(n+ 1) 
= n+16 · 
Aus (6) und (8) berechnet man nun auch Ieicht die Killingform von 
Der st. Fiir Derivationen D, U ist wegen T(D) = - n ~ 10 D (vgl. [6] § 8) 
( n+10 ) naoh (8) .9''(D) =~ - 3--1 D und .9''(DU) =~{T(DU)- (Spur DU)ld-
- UD}. Da T(A) sohiefsymmetrisch ist, hat man Spur T(DU)=O und man 
findet nun die Formel aus [6], Satz 8.5 unmittelbar aus (6). 
5. Zum Schluss sei noch erwahnt, dass sich mit obigen Betrachtungen 
auch der Beweis eines Hauptergebnisses aus [3] (Theorem 2.1) verein· 
facht. Dort wird, in unsere Bezeichnungsweise iibertragen, bewiesen: 
Falls S' = _I~ixi x Xi, dann ist S = _I~tXi ® Xi. Dies ergibt sich aber a us 
(1) und (3). 
LITERATUR 
1. BOURBAKI, N. Algebre II, 3ieme ed. Hermann et Cie, Paris 1962. 
2. BRAUN-KOECHER, Jordan-Algebren, Springer, Heidelberg 1966. 
3. DE PILLIS, J., Linear Transformations which preserve hermitian and positive 
semidefinite Operators. Pacific J. 23, 129-137 (1967). 
4. MEYBERG, K., tiber die Killing-Form in Jordan-Algebren. Math. Zeitschr. 89, 
52-73 (1965). 
5. , Zur Dimensionsbestimmung einiger Pri.markomponenten. Indag. Math. 
29, 115-122 (1967). 
6. , Eine Theorie der Freudenthalschen Tripelsysteme. Indag. Math. 30, 
162-190 (1968). 
7. SEMINAIRE SOPHUS LIE, Ecole norm. sup. Paris 1955. 
